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АЕРОПОРТИ ТА ЇХ ІНФРАСТРУКТУРА 
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Н.О. Костира  
АНАЛІЗ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ ГНУЧКИХ ОБОЛОНОК  
СКЛАДНОЇ КОНФІГУРАЦІЇ 
НАУ, кафедра комп’ютерних технологій будівництва 
Розглянуто напружено-деформований стан комбінованих конструкцій, основним елементом яких є 
гнучкі оболонки з ребрами і вставками: криволінійні тонкостінні труби, компенсатори, тороподібні 
оболонки з ребрами. Досліджено втрати локальної стійкості гнучких оболонок за межами пружності. 
Вступ 
Одним із найпоширеніших і ефективних число-
вих методів, який використовується в інженер-
них розрахунках, є метод скінченних елементів 
(МСЕ).  
Цей метод дозволяє врахувати різні граничні 
умови, зовнішні статичні й динамічні впливи на 
досліджувану конструкцію.  
У запропонованій методиці під час дискретизації 
оболонкових систем використовуються скінченні 
елементи (СЕ) тонких, середньої товщини і товстих 
оболонок.  
Метод СЕ належить до варіаційних методів і є 
одним з найбільш розповсюджених способів по-
будови наближених розв’язків нелінійних задач 
математичної фізики. При цьому сформульована 
варіаційна задача зводиться до систем неліній-
них рівнянь великого порядку.  
Вихідні співвідношення МСЕ побудовано на під-
ставі варіаційних принципів з урахуванням гео-
метричної і фізичної нелінійності в постановці 
задачі деформування і формозміни гнучких обо-
лонкових систем.  
Вихідні варіаційні рівняння руху подано в за-
гальних криволінійних координатах у вигляді 
рівнянь у приростах з використанням співвідно-
шень нелінійної теорії пружності та пластичності. 
Припускається, що в заданий момент часу t твер-
де тіло знаходиться в стані статичної рівноваги, а 
напружений стан і його передісторія відомі в  
кожній точці тіла.  
На цей стан твердого тіла впливають прирости 
зовнішніх сил, що задаються в області S1, або 
прирости переміщень (вимушених), що задають-
ся в області S2.  
Завдання полягає у визначенні приростів пере-
міщень, деформацій і напружень, що виникають 
у тілі, припускаючи, що прирости деформацій 
порівняно малі, але скінченні. 
Аналіз досліджень і публікацій 
Під час формулювання рівнянь стану пружність 
розглядається за Гріном, тобто вихідним визна-
чальним рівнянням є співвідношення для пито-
мої енергії деформації, що в найбільш загально-
му випадку використовується на підставі форми 
Фінгера [1].  
Якщо зобразити функцію питомої енергії дефор-
мації поліномом (розкласти у ряд Тейлора) щодо 
тензора скінченних деформацій  ijU   у рівно-
важній конфігурації  tCt  , то в збуреній (до-
вільно близькій) конфігурації ttC  , вона буде 
мати вигляд (отримаємо три члени ряду):  
















,  (1) 
де ij  – компоненти тензора скінченних дефор-
мацій у Ct; ij  – компоненти приростів тензора 
скінченних деформацій Коші–Гріна, що зумов-
лені приростами вектора переміщень: 
iii uuu 0  .                                                         (2) 
Тензор напружень (другий симетричний Піола–
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Варіаційне рівняння руху в довільний момент t у 
приростах з урахуванням співвідношень (1)–(4) 
на підставі виразу (1) принципу віртуальної ро-
боти і теорії пластичної течії з використанням 
критерію Треска–Мізеса має вигляд [2; 3]:   
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де  – другий тензор початкових напружень  
Піола–Кірхгоффа;   – тензор приростів скінчен-
них деформацій Коші–Гріна, зумовлений збурю-
ванням рівноважної конфігурації Ct і переходом 




,  – вектори приростів 
переміщень і прискорень; q

,  – узагальнені век-
тори об’ємних і поверхневих сил, що діють на 
тіло і належать до конфігурації tC : 
  1ˆˆˆ  Sfnh ; 2ˆ,ˆ,, SSh  – модуль зсуву, фун-
кція зміцнення матеріалу, тензор-девіатор на-
пружень і квадрат тензор-девіатора напружень 
відповідно. 
Використання рівняння у приростах переміщень, 
деформацій, напружень, а також тензорних рядів 
для цих об’єктів під час виведення співвідно-
шень МСЕ дає можливість враховувати механіч-
ні ефекти, що пов’язані з нелінійним деформу-
ванням і формозміною механічних систем.  
При формуванні відповідних лінеаризованих си-
стем рівнянь застосовують матриці приростів, 
що діють лінійно на прирости переміщень на 
окремо взятій ітерації загального нелінійного 
процесу деформування конструкцій. Кількість 
отриманих членів тензорних рядів залежить від 
ступеня використовуваних апроскимуючих функ- 
цій і може змінюватися від одного до трьох СЕ. 
У процесі побудови різних скінченноелементних 
моделей, як правило, потрібно, щоб окремі СЕ 
мали досить просту геометричну форму, а інтер-
поляційні функції (функції форми) були достат-
ньо простими, звичайно поліномами Лагранжа, 
Ерміта або Лежандра [3; 4].  
Водночас вибір функції форми повинний забез-
печувати безперервність апроксимуючої функції 
3 на межах елементних границь і збіжність цієї 
дискретної функції до точного значення при  
зменшенні розмірів елементів. У зв’язку з цим на 
форму СЕ і на вигляд функцій форми наклада-
ються суттєві обмеження. Якщо подати тензор-
функції приростів скінченних деформацій і прирос-
тів напружень у тензорний ряд Маклорена в області 
r(e) з отриманням трьох членів ряду, маємо: 






ˆˆˆ  ;                  (5) 






ˆˆˆ  ,               (6) 
де    00 ˆ,ˆ   – тензори скінченної деформації 
Коші–Гріна і напружень Піола–Кірхгоффа (дру-
гий симетричний) у центрі СЕ при x1 = x2= x3=0. 
Під час наведення варіації енергії деформації СЕ 
з використанням рівняння стану узагальненого 
закону Гука, розповсюдженого на область скін-
ченних деформацій, а також з урахуванням згорток 
тензора із симетричними тензорами переднапру-
жень ˆ  і пружностей 
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  uuT   ˆˆˆˆ   
вирази тензорних рядів (5),(6) можна зобразити 
через градієнти вектора переміщень вищих по-
рядків: 

























1ˆ ;    uuu T  

 ˆ ,  
де ̂  – одиничний метричний тензор для вихід-
ної конфігурації tC  з використанням поточного 
формулювання Лагранжа.  
Розглянемо варіацію енергії деформації для СЕ 
області  er  щодо довільно деформованої  
конфігурації  
t
eC , зумовленої приростами  




 , з урахуванням зображень 








   ; 
ij ijij  , 
де ij  – повний другий симетричний тензор  
напружень відносно конфігурації 0tC . 
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Виконаємо інтегрування в криволінійному СЕ, 
коли переміщення напрямлені до прямолінійних 
косокутних координат, що збігаються із криволі-
нійною місцевою системою координат у центрі 
СЕ. Отже, скористаємося отриманими виразами 
розкладань функцій деформацій і напружень у 
ряд Маклорена в області  er  [4]. Відповідно до 
введених природних координат інтегрування в 
межах СЕ здійснюється від xi = –1/2 до xi = +1/2:  





























e dxdxdxGrU .   
З урахуванням тензорних рядів після інтегруван-
ня одержимо: 
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Криволінійні й циліндричні (кругові, еліптичні, 
прямокутні та ін.) труби, які навантажені на кін-
цях і зазнають впливу рівномірного нормального 
тиску, розраховуються на міцність, жорсткість і 
стійкість. 
Головна увага приділяється деформаціям попе-
речного згину. У цьому разі найбільш повно ви-
являються властивості криволінійної труби (або 
циліндричної оболонки при великих переміщен-
нях згину) як гнучкої циліндричної або торової 
оболонки.  
Під дією нормальних напружень, прикладених у 
поперечному перерізі, розтягнуті волокна труби 
зміщаються до центра, а стиснуті – від центра 
кривизни (рис. 1).  
                                                    φ*               Rm 
     
                                                                         Δy** 
      




Рис. 1. Деформація в середньому перерізі  
при чистому згинанні труби 
У разі застосування теорії гнучких оболонок ре-
зультати розрахунку порівняно з результатами 
розрахунку за технічною теорією згину при тому 
самому куті вигину  11   у брусі суттєво 
відрізняються, тобто виникають значні напру-
ження вигину стінки труби в поперечному на-
прямку. Це явище називають ефектом Кармана. 
Розв’язок цієї задачі було отримано Т. Карманом 
шляхом використання тригонометричних функ-
цій (рядів Фур’є) і апроксимацією переміщень за 
методом Рітца.  
Під час великих переміщень виникає геометрич-
на нелінійність, це впливає на залежність згина-
ючого моменту від змін кривизни. Ця зміна  
кривизни впливає на розподіл напружень. Крім 
того, волокна зміщаються до нейтральної лінії 
перерізу, як показано на рис. 1.  
Отже, при поперечному згинанні, що збільшує 
кривизну труби, її жорсткість зменшується.  
Якщо згинаючий момент залежно від зміни кри-
визни осі досягає екстремумe, то при максималь-
ному моменті різко збільшуються напруження і 
виникає втрата стійкості. Цей ефект вперше був 
описаний Л. Бразьє з використанням енергетич-
ного методу [5]. 
Під час дослідження стійкості труби при згинан-
ні в праці [5] розв’язувалася лінеаризована зада-
ча з припущеннями, що всі поперечні перерізи 
труби при її згинанні деформуються однаково. 
Прикладені на кінцях труби згинальні моменти 
викликають деформацію її поперечних перерізів.  
У теорії стійкості труб при поперечному чистому 
згинанні наявні два напрямку: 
– вивчення місцевої стійкості кругової цилінд-
ричної оболонки при неоднорідному стисканні, 
але без врахування переміщень згину; 
– вивчення великих переміщень пружної труби 
при згинанні, але без врахування можливої міс-
цевої втрати стійкості стінки труби. 
Схема методу скінченних елементів  
для дослідження нелінійних  
оболонкових систем 
За розглянутою моментною схемою МСЕ для 
розв’язання задачі використовують регулярну 
топологічну структуру з одним універсальним 
оболонковим СЕ за товщиною, коли узагальнені  
переміщення належать до серединної поверхні 
оболонки з використанням криволінійної лагран-
жевої системи координат в евклідовому просторі: 
 321 ,,  zzzxx ii . 
Координатні лінії цієї поверхні дають регулярну 
топологічну сітку з координатами сіткової об-
ласті  S1, S2, S3 з початком у точці N=1 і закін-
ченням у точці К.  
Маємо праву систему координат. При цьому об-
ласті Si спрямовані вздовж хі, тобто область S1 
спрямована за товщиною оболонки, область S2 – 
за шириною розрахункової моделі оболонки, а 
область S3 – за довжиною розрахункової моделі 
оболонки:  
S1=1, 2;   S2= 1, М2;   S3 = 1, М3.  
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За товщиною оболонки апроксимація виконуєть-
ся одним СЕ, тому М1=2. Зобразимо координат-
ну криволінійну сітку Sі на обмежувальних  
поверхнях оболонки в регулярну топологічну 
структуру скінченноелементної моделі (рис. 2). 
   S1     М1=2 








                           М3=41   S3 
Рис. 2. Регулярна топологічна структура 
Тоді нумерація сіткових координат вздовж S1 
виконується від 1 до М1, вздовж  S2  від 1 до М2, 
вздовж S3  від 1 до М3, де М1, М2, М3 – кількість 
вузлів сіткової області вздовж S1, S2, S3 . 
Довільний вузол регулярної сіткової області G 
визначається трьома сітковими координатами  
G S1 S2 S3 . Отже, точковий нескінченний евклідів 
простір відображається регулярним скінченним 
сітковим простором 3
3: S . У регулярній 
сітковій області можна визначити довільний но-
мер вузла скінченноелементної моделі: 
   111 321  SHSLSMSG . 
Напрямок сіткових координат подано таким чи-
ном, що вони задовольняють обмеженням 
М2М3 і збігаються не лише з напрямками лаг-
ранжевої системи координат в області R евклі-
дового простору 3 , а й з напрямками місцевої 
системи координат  
i
ex  у підобласті  er . 
Розглянемо розв’язання задачі Кармана на підс-
таві моментної схеми МСЕ як тестову задачу 
згинання циліндричної оболонки (труби) при ве-
ликих переміщеннях згинання (більше товщини 
труби), як гнучкої оболонки. 
Наведемо таку конструктивну балкову розрахун-
кову схему для кругового тонкостінного стрижня 
(труби) закритого профілю (рис. 3). 
  Z2 
                 P          I 1              P 
                                                              Z1 
             a=3000            6000               a=3000 
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Рис. 3. Конструктивна балкова схема для кругового 
тонкостінного   стрижня   закритого   профілю 
Розрахунок труби здійснюємо за деформованою 
схемою, тобто стрижень (труба) має криволіній-
ну форму і в перетині 1–1 для елементарної  
ділянки розподіл внутрішніх і зовнішніх зусиль 
буде таким, що відповідає схемі деформування 
розрахункового перерізу при чистому згинання 
криволінійної труби [5]. 
Мета розв’язання тестової задачі – показати, що 
крива труба має значно меншу жорсткість на 
















yy  ,     
  yy . 
Геометричні параметри оболонки та фізико-
механічні характеристики матеріалу для задачі 
Кармана такі:  
– радіус труби R = 500 мм;  
– довжина труби L = 12000 мм;  
– товщина труби h = 3 мм;  
– модуль пружності Е = 2,1 510  МПа;  
– коефіцієнт Пуассона ν = 0,3;  
– момент інерції І = π R3 h= 1177,5 610 мм4;  
– зовнішнє навантаження Р = 165 кН;  
– допустиме напруження  = 210 МПа. 
Геометричні і топологічні параметри скінченно-
елементної моделі визначають, виходячи з умов: 
х2се=πrтр/12=13,1 см;  








се =30/13,1=2,3.  
Регулярна топологічна структура (рис. 2) має 
1066 вузлів HMS, 480 СЕ, 2 вузла в напрямку 
М1, 13 вузлів в напрямку  М2, 41 вузол в  
напрямку М3. 
Деформування розрахункового поперечного  
перерізу (рис. 4, 5, табл. 1) узгоджується з аналі-
тичним розв’язком оболонки [5]: 
Δу*=1,0414>Δу1=0,866 см.    
               Z3        Z2 
 
 
                                               533 
                                               545 
 
            Р/2 
 
                        521 
                                
                                        Р/2       S3        S2 
                                                       S1  
                                                                Z1 
Рис. 4. Розрахункова схема довгої  
            циліндричної оболонки  
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      Z3 
 
  
  2,95 см               1,068 см       -0,866 см 
 





Рис. 5. Характер деформації при великих 
переміщеннях згинання 
Таблиця 1 
Контрольний розрахунковий переріз М3=21 
Номер 
вузла 
Вузлові координати  
на серединній поверхні 
Z2´ Z3´ u2 u3 
521 0,15 0 2,9489 0 
523 1,85 12,979 2,76427 0,0243 
525 6,86 25,075 2,289 0,211 
527 14,8386 35,46 1,727 0,62 
529 25,225 43,4312 1,294 1,1569 
531 37,32 48,44 1,0936 1,6175 
533 50,3 50,15 1,068 1,80 
535 63,279 48,44 1,044 1,63 
537 75,375 43,4312 0,8446 1,175 
537 85,76 35,46 0,405 0,634 
541 93,73 25,075 -0,1734 0,21 
543 98,74 12,979 -0,67 0,023 
545 100,45 0 -0,866 0 
 
Розглянемо тестову задачу Бразьє на прикладі 
прямої труби кругового перетину діаметром  
1000 мм і товщиною h = 6 мм за розрахунковою 
схемою попереднього прикладу, але з урахуван-
ням поперечної симетрії. 
Геометричні параметри оболонки та фізико-
механічні характеристики матеріалу такі:  
– радіус труби R = 500 мм;  
– довжина труби  L = 1200 мм;  
– товщина труби h = 6 мм;  
– модуль пружності Е = 2,1 510  МПа;  
– коефіцієнт Пуассона ν = 0,3;  
– момент інерції І = π R3, h= 2355 610 мм4;  
– допустиме напруження /σ/= 340 МПа. 
Труба навантажена двома зосередженими силами 
Р = 534 кН, які перерозподіляються за круговою 
місцевою координатою х2 з введенням ребра-
вставки (флянці). 
Для задачі Бразье взяті 1050 вузлів HMS, 480 СЕ, 
2 вузла в напрямку М1, 21 вузол в напрямку М2, 
25 вузлів в напрямку М3, вузлова інтенсивність 
навантаження (у вузлах IS 2=1,21; IS 3=13): 
Qвузл=ΔSq=(πr/M2–1) P/2πr = 534/40 = 13,35 Кн. 
Критичне напруження за Бразьє: 
σ*=0,33Eh/R=0,332,11050,006/0,5=831,6МПа; 
М33= 831,60,78530,006=3918,33 кНм. 
Найбільший прогин визначаємо за формулою 
















u = 5,34 см; 
σ=534  310 3/0,7853  21 0,006=340 МПа; 
М33=534 3 =1602 кН ì . 
Навантаження за числовими розрахунками приз-
водило до виникнення (локально) пластичних 
деформацій, тобто відбувалася місцева втрата 
стійкості від стискаючих напружень уздовж  
твірних циліндричної оболонки. Верхнє критич-
не навантаження узгоджується з загальною втра-
тою стійкості циліндричної оболонки.  
Нелінійні розв’язки призводять до деякого зни-
ження критичного моменту за лінеаризованою 
теорією втрати стійкості та відповідають збли-
женню його з даними експерименту. 
Обчислення докритичних геометрично неліній-
них деформацій є важливим шляхом уточнення роз-
рахунку критичного навантаження на оболонку. 
Будемо вважати, що виникнення місцевих на-
пружень порядку |σ|*=(2,5~3)|σ| відповідає  
локальній втраті стійкості. 
Для аналізу критичних згинальних моментів і 
напружень за наявності нормального тиску q і 
його відсутності скористаємося аналітичними 
розв’язками (табл. 2, 3) [5]. 
Таблиця 2 
Згинальний момент М33, кН ì  
Тиск q, кН/см2 М0= 0,9 М0= 1,08 
q  = 0 3234,0 3591,78 
q = 0,2    14920       16520 
Таблиця 2 
Вузлове навантаження Qвузл, кН 
Тиск q, кН/см2 М0= 0,9 М0= 1,08 МСЕ
q  = 0 26,95 29,93 25,0
q = 0,2 124,00 137,678 71,60











 20 112  R
h
h . 
Згідно з рис. 6 критичне навантаження (початок 
біфуркації) спостерігається при М0=0,9–1,0. За 
наявності внутрішнього тиску  
  000 3/1  qMqM . 
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Рис. 6. Переміщення контрольного вузла  1 1

nu : 
а – навантаження без внутрішнього тиску;  
б – навантаження з внутрішнім тиском  
q= 0,20 кН/см2 
Розглянемо приклад задачі Кармана–Бразьє для 
балки з перерізом коробчастої форми. Зобразимо 
розрахункову схему балки відповідно до рис. 2 з 
загальною довжиною L=4000 мм, а=1000 мм. 
Навантаження Р визначаємо, виходячи із задано-
го згинального максимального моменту  
Мz= 4,5
210  кН ì ; 
Р = 4,5 610 /100=4,5 210  кН. 
Розрахункову схему коробчастої конструкції як 
дискретну модель пластинчато-циліндричної тонкої 
оболонки замкнутого профілю показано на рис. 7, а 
форму профілю в поперечному перерізі – на рис. 8.  
                                 3z  













                                                                2z  
Рис. 7. Розрахункова балкова схема тонкої 
оболонки замкнутого профілю 
Момент інерції наведеного перерізу конструкції 
визначають за формулою [5] 
266
233 hBHBhhH
I x  = 1,4939
410  см4,  
а геометричні параметри зображено на рис. 8. 
 
 
                                           Z1 
    100                                        В’=993         
                                                                                 х 
    100                H’=193                                               Z2 
                  В/2=500                            3,5         3,5 
                  В=1000 
Рис. 8. Форма профілю у поперечному перерізі 
Геометричні параметри та фізико-механічні ха-
рактеристики матеріалу для балки з перерізом 
коробчастої форми такі:  
– B = 1000 мм; H = 200 мм;  
– товщина труби h = 7 мм;  
– модуль пружності Е = 2 510  МПа;   
– коефіцієнт Пуассона ν = 0,25;  
– момент інерції І = π R3 h= 1,4939 410  cм4;  
– зовнішнє навантаження Mz=4,5
210  кН ì . 
Для уникнення локальних концентрацій напру-
жень у полицях пластинчатої тонкої оболонки 
рівнодіюче навантаження Р=6 210  моделюємо 
рівномірно-розподіленим навантаженням по пе-
риметру перерізу вздовж сіткової координати S2 
за фіксованою сітковою координатою S3=11 на 
відстані а=1000 мм (рис. 7).  
Інтенсивність цього навантаження можна визна-
чити за формулою: ppS pbPq /123  .  
Відповідно до наведеної інтенсивності поверхне-
вого навантаження 123Sq =1,875 МПа визнача-
ється вузлове навантаження вздовж координат-
ної лінії S2=1–15 при S3=11. Якщо використати 
формулу теорії опору матеріалів, то максимальне 
напруження  в нижній полиці (мембранне) ви-







max  ;                                                     (7) 
max = 4,5  610 20/ 2 1,4939 410  = 30,225 МПа,  
а максимальне вертикальне переміщення в се-
















u ; maxu = 2,63 см. 
Розрахунок виконувався за алгоритмом неліній-
ного деформування оболонкової дискретної мо-
делі з урахуванням геометричної та фізичної не-
лінійності на підставі методу подовження за па-
раметром збудження 70 кроків за інтенсивністю 
навантаження 123Sq =0,268–18,75 кг/см
2. 
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На останніх двох кроках виникають локальні зо-
ни розвитку пластичних деформацій, тобто за-
значене навантаження є критичним, що узгоджу-
ється з розв’язком задачі Бразьє [5].  
За результатами числового розрахунку за МСЕ 
спостерігаються максимальні напруження в край-







max =313,87+291,0=604,87 МПа,  
що перевищує значення максимального напру-
ження за формулою (7) і узгоджується з резуль-
татом, наведеним у праці [7]: max1 =679 МПа. 
Ця величина дещо перевищує межу текучості 
матеріалу, що закладена в числовий розрахунок: 
T =350 МПа, тобто у цьому прикладі також спо-
стерігається ефект Кармана, завдяки великим пере-
міщенням при поперечному згинанні.  
Найбільше переміщення спостерігається в серед-
ньому перерізі верхньої полиці u1661= –2,89 см, що 
перевищує значення maxu  за теорією опору матеріа-
лів та свідчить про ефект Кармана і нелінійність  
поведінки конструкції під час згинання (рис. 9). 

















            5 
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Рис. 9. Переміщення контрольного вузла  u1661 
Висновок 
 
Аналіз результатів розв’язку тестових задач на 
деформування криволінійних ділянок труб вели-
кого діаметру (циліндричних оболонок) показує, 
що методика узгоджується з аналітичними 
розв’язками теорії оболонок Новожилова [6] і 
дає збіг результатів.  
Методика може бути використана для розрахун-
ків криволінійних ділянок газо- і нафтопроводів 
з високим тиском.  
Наведені нелінійні розрахунки статичного нава-
нтаження за граничним станом з урахуванням 
критерію стійкості Треска–Мізеса добре узго-
джуються з аналітичними розв’язками загальної 
теорії стійкості, що свідчить про достовірність 
запропонованої числової методики на підставі 
моментної схеми СЕ. 
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Стаття надійшла до редакції 12.01.06. 
Рассмотрено напряженно-деформированное состояние комбинированных конструкций, основным элементом 
которых являются гибкие оболочки с ребрами и вставками: криволинейные тонкостенные трубы, компенсато-
ры, торообразные оболочки с ребрами. Исследованы потери локальной устойчивости гибких оболочек за  
пределами упругости. 
The strained-deformed state of the thin-walled combined structures was searched. The basic element of such structures 
is the flexible thin shells with ribs and inserts: curvilinear thin-walled pipes, equalizers, shell with edges. Researches of 
loss of local stability outside elasticity are executed. 
 
